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Lu¨hikokkuvo˜te. Ka¨esolevas to¨o¨s esitatakse optimaalse juhtimise teooria rakendusi.
Mehaanika valdkonnas esitatakse jaotatud koormuse ja kontsentreeritud koormuse kor-
ral konsooltala paindemoment ja la¨bipaine. Konstantse ja muutuva paksusega konsool-
tala vo˜rdluses leitakse konsooltala optimaalne projekt etteantud la¨bipainde korra. Ma-
janduse valdkonnas leitakse monopoolses seisus oleva ettevo˜tte toote hind ja kogus nii,
et etteantud perioodi lo˜puks kasum oleks maksimaalne.
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Abstract. Thesis introduces some applications of optimal control theory. In the field
of mechanics the bending of a cantilever is studied. The beam under consideration is
subjected to the concentrated load at the free edge and to the uniformly distributed
transverse loading. The optimal project of the beam is determined for given maximal
deflection. In the field of economics the price and quantity of a monopolistic firm’s
product is presented so that at the end of the given period the firm’s profit is maxi-
mized.
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Sissejuhatus
Ka¨esoleva bakalaureuseto¨o¨ valdkond on optimaalse juhtimise teooria. To¨o¨ eesma¨rk on
esitada selle valdkonna rakendusi mehaanikas ja majanduses. Optimaalse juhtimise
teooria on vo˜rdlemisi uus ala vo˜rdluses klassikaliste valdkondadega nagu algebra
ja geomeetria. Samas vo˜ib seda valdkonda ka¨sitleda kui su¨steemide ka¨itumise op-
timeerimist, millega on u¨hiskond tegelenud aegade algusest peale. Ta¨napa¨eval on
optimeeritavad su¨steemid hoopis teistsugused, kuid sa¨ilinud on vajadus leida neile
su¨steemidele parim viis funktsioneerimiseks. Selle jaoks leitakse su¨steemi olekust
(asendist) so˜ltuv funktsionaal ning parimaks lahendiks loetakse lahend, mille korral
funktsionaal saavutab minimaalse va¨a¨rtuse.
Antud bakalaureuseto¨o¨ on peamiselt referatiivne ja koosneb kahest peatu¨kist. Baka-
laureuseto¨o¨ kirjutamisel oli po˜hiallikaks J. Lellepi o˜pik-monograafia [6]. Mehaanika
valdkonnas oli kasutatud allikatena veel [1] ning J. N. Reddy to¨id [8], [10]. Mo˜istete
defineerimisel kasutati eestikeelseid o˜pikuid [3] ja [5]. Majanduse osa kirjutamisel
toetuti suuresti A. C. Chiangi o˜pikule [2]. Samuti kasutati o˜pikuid [4], [6], [7] ja [9].
Esimene peatu¨kk tutvustab optimaalse juhtimise rakendusi mehaanika valdkonnas,
ta¨psemalt konsooltala deformeerumist ristkoormuse mo˜jul. Vaatluse all on konsooltala,
millele mo˜jub jaotatud koormus vo˜i kontsentreeritud koormus ehk u¨ksikjo˜ud. Esita-
takse vastavate olukordade puhul konsooltala paindemoment ja la¨bipaine. Saadud
tulemuste illustreerimiseks on esitatud graafikud erinevate koormuste korral. Samuti
esitatakse lugejale konsooltala optimaalne projekt ehk minimaalse materjalikuluga
konsooltala, mis vastab etteantud la¨bipaindele. Selle jaoks vo˜rreldakse konstantse
paksusega ja muutuva paksusega konsooltala.
Teises peatu¨kis vaadeldakse majandusvaldkonna rakendust. Optimeeritavaks protses-
siks on monopoolses seisus oleva firma kasum. Antud u¨lesande puhul eeldame, et prot-
sess on ajaliselt piiratud. Samuti eeldame, et antud on hind selle perioodi alguses ja
lo˜pus. Kasutades ettevo˜tte tulude kirjeldamiseks toote hinna ja koguse korrutist ning
kulude jaoks Evansi mudelit saadakse maksimeeritav kasumifunktsioon. Su¨steemi op-
timiseerimise tulemusena esitatakse valem toote hinna ja koguse kohta nii, et kasum
oleks maksimaalne. Leitud valemite illustreerimiseks on esitatud ka graafikud.
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1. Konsooltala deformeerumine ristkoormuse
mo˜jul
Vaatleme konsooltala, millele mo˜jub ristkoormus (joonis 1). Tala pikkus olgu l
ning koordinaatide alguspunkt 0 asugu vasaku otsa keskpunktis. Antud to¨o¨s vaat-
leme ristku¨likukujulise ristlo˜ikega talasid. Ristlo˜ike mo˜o˜tmed olgu h (ko˜rgus) ja b
(laius).
Joonis 1: Konsooltala
Konsooltala defineerimisel on la¨htutud ehitusmehaanika o˜pikutest [3] ja [5].
Definitsioon 1.1. Varras on prismaline vo˜i silindriline keha, mille ko˜rgus (varda
paksus) on vo˜rreldes teiste mo˜o˜tmetega va¨ike.
Definitsioon 1.2. Tala on horisontaalne varras, millele mo˜jub vertikaalne koormus.
Definitsioon 1.3. Konsooltalaks nimetame tala, mille u¨ks ots on ja¨igalt kinnitatud




Tasakaaluvo˜rrandite tuletamiseks vaatleme tala elementi, mille pikkus on dx (joo-
nis 2).
Joonis 2: Konsooltala element
Olgu konsooltalale (joonis 1) mo˜juvad u¨ldistatud jo˜ud membraanjo˜ud ehk normaaljo˜ud
N , paindemoment M ja lo˜ikejo˜ud Q. Joonisel 2 on kujutatud konsooltala element ning
talle mo˜juvad jo˜ud ja momendid. Samuti mo˜jub talale jaotatud koormus p. Eeldades, et
mainitud jo˜ud, momendid ja jaotatud koormus moodustavad tasakaalus oleva jo˜udude
su¨steemi ja kasutades jo˜udude tasakaalu tingimusi saame tasakaaluvo˜rrandid. Seejuu-
res x- ja z-telje sihiliste jo˜udude projektsioonide summa vo˜rdsustamine nulliga annab
vastavalt
−N +N +N ′dx = 0 (1.1)
(siin ja edaspidi ta¨histab priim tuletist muutuja x ja¨rgi) ja
−Q+Q+Q′dx+ pdx = 0. (1.2)
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Momentide summa vo˜rdsustamisel nulliga saame
−M +M +M ′dx−Q · dx
2
− (Q+Q′dx) · dx
2
= 0. (1.3)
Koondades vo˜rrandites (1.1), (1.2) ja (1.3) sarnased liikmed, saame piirprotsessi dx→ 0
su¨steemi 
N ′ = 0,
Q′ = −p,





M ′′ = −p.
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1.1.2. Hooke’i seadus
Vastavalt Hooke’i seadusele kehtib elastse materjali korral seos (vaata [6])






κ = −w′′. (1.6)
Sealjuures E on materjali elastsusmoodul, I on ristlo˜ike inertsimoment ja w tala
la¨bipaine. Suurus κ esitab tala keskjoone ko˜veruse ligikaudse va¨a¨rtuse.







siis va¨ikeste la¨bipainete korral, kui w′2 < 1, vo˜ime vo˜tta κ ≈ æ.






Kui paindemomendi jaotus M = M(x) on teada, siis vo˜ib vo˜rrandist (1.7) integreeri-
mise teel leida la¨bipainde w = w(x) iga koormuse va¨a¨rtuse korral.
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1.2. U¨ksikjo˜uga koormatud konsooltala
Uurime konsooltala, mille vabale otsale mo˜jub kontsentreeritud koormus P ehk
u¨ksikjo˜ud. Antud olukorda kirjeldab joonis 3.
Joonis 3: Konsooltala (u¨ksikjo˜ud vabal otsal)
Tasakaaluvo˜rranditest (1.4) ja¨relduvad seosed
N = const,
Q′ = 0,
M ′ = Q.
(1.8)
Paneme ta¨hele, et jaotatud koormust ei mo˜ju ja seega jaotatud koormuse intensiivsus
p = 0.
Integreerides kahte viimast seost su¨steemis (1.8) saame
Q = C1 (1.9)
ja
M = C1x+ C2, (1.10)
kus C1, C2 on suvalised konstandid.
Paneme ta¨hele, et paindemomendi valem (1.10) sisaldab ma¨a¨ramata konstante.
Ja¨rgmisena ma¨a¨rame a¨ra konstandid C1 ja C2.
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Kasutades seoseid (1.9), (1.10) ja (1.11) saame vo˜rrandisu¨steemi{
C1l + C2 = 0,
C1 = P.
(1.12)
Vo˜rrandisu¨steemi (1.12) lahendid on{
C1 = P,
C2 = −Pl.
Asendame saadud ma¨a¨ratud konstandid C1 ja C2 paindemomendi vo˜rrandisse (1.10).
Saame tulemuseks konsooltala paindemomendi u¨ksikjo˜u P korral
M = P (x− l). (1.13)
Joonis 4 na¨itab konsooltala paindemomenti, kui u¨ksikjo˜ud P on vabal otsal suurusega
10, 100, 500 ja 1000 njuutonit. Joonisel 4 ning edaspidi esitatavad tulemused on saadud
tala jaoks, mille mo˜o˜tmed on l = 100 cm (pikkus), b = 20 cm (laius) ja h = 20 cm




Joonis 4: Konsooltala paindemoment u¨ksikjo˜u korral
La¨bipainde w leidmiseks kasutame Hooke’i seadust. Asendame Hooke’i seadusest saa-
dud vo˜rrandisse (1.7) leitud paindemomendi (1.13). Seega
w′′ = −P (x− l)
EI
. (1.14)
Integreerides seda seost leiame








Integreerides veel u¨ks kord leiame











Saime la¨bipainde valemi u¨ksikjo˜u korral. Paneme ta¨hele, et see sisaldab ma¨a¨ramata
konstante C1 ja C2. Ja¨rgmisena ma¨a¨rame need konstandid.













Vo˜rrandisu¨steemi (1.18) lahendid on{
C1 = 0,
C2 = 0.
Asendame ma¨a¨ratud konstandid C1 ja C2 la¨bipainde vo˜rrandisse (1.16). Nii
saame















Joonis 5 kirjeldab konsooltala la¨bipainet, kui u¨ksikjo˜u P suurus vabal otsal on 10, 100,
500 ja 1000 njuutonit.
Joonis 5: Konsooltala la¨bipaine u¨ksikjo˜u korral
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1.3. Jaotatud koormus
Uurime konsooltala, millele mo˜jub jaotatud koormus p (joonis 6).
Joonis 6: Konsooltala (jaotatud koormus)
Tasakaaluvo˜rrandite (1.4) po˜hjal 
N = const,
Q′ = −p,
M ′ = Q.
Integreerides kahte viimast seost saame




+ C1x+ C2. (1.19)
Ja¨rgmisena ma¨a¨rame a¨ra konstandid C1 ja C2.







Tingimustele (1.20) vastab vo˜rrandisu¨steem−
pl2
2
+ C1l + C2 = 0,
−pl + C1 = 0.
(1.21)
Avaldades vo˜rrandisu¨steemi (1.21) teisest vo˜rrandist C1 saame
C1 = pl.




Seega vo˜rrandisu¨steemi (1.21) lahenditeks onC1 = pl,C2 = −pl2 + pl2
2
.












Saadud valem (1.22) na¨itab konsooltala paindemomenti jaotatud koormuse p kor-
ral.
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Joonisel 7 on esitatud konsooltala paindemoment juhul, kui jaotatud koormus p on
suurusega 10, 100, 500 ja 1000 njuutonit.
Joonis 7: Konsooltala paindemoment jaotatud koormuse korral
La¨bipainde w leidmiseks kasutame Hooke’i seadust. Asendades Hooke’i seadusest saa-

















· (x− l)4 +B1x+B2. (1.23)
Saime la¨bipainde valemi, mis sisaldab ma¨a¨ramata konstante.














































p(x− l)4 + 4pl3x− pl4
24EI
.






Joonis 8 kirjeldab konsooltala la¨bipainet, kui jaotatud koormus p on 10, 100, 500 ja
1000 njuutonit.
Joonis 8: Konsooltala la¨bipaine jaotatud koormuse korral
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1.4. Tala optimaalne projekt
Vaatleme ideaalselt kahekihilist tala, mis koosneb kahest kandvast kihist ja nendevahe-
lisest ta¨itekihist (joonis 9). Olgu kandvate kihtide paksus t = t(x) ning ta¨itekihi paksus
H = const.
Joonis 9: Muutuva paksusega konsooltala
Ja¨rgnevalt pu¨u¨ame leida tala optimaalse projekti, s.t minimiseerida materjali ku-
lu. Seejuures on mo˜istlik eeldada, et la¨bipaine konsooltala vabal otsal on antud ehk





nii, et tala oleks vo˜imeline taluma talle rakendatud koormust. Koormuseks olgu
u¨ksikjo˜ud, mis on rakendatud tala vabal otsal.
Eelpool na¨gime (vo˜rrand (1.14)), et u¨ksikjo˜u puhul kehtib seos
w′′ = −P (x− l)
EI
.






Asendades inertsimomendi (1.26) eelmisse vo˜rrandisse saame
w′′ = −2P (x− l)
EbtH2
.












Optimaalse juhtimise teoorias kasutatav Hamiltoni funktsioon saab antud juhul ku-
ju







ψ˙j = − ∂L
∂yj








ψ2 = −C1x+ C2,
kus C1, C2 on suvalised konstandid.
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Et optimaalne juhtimine peab andma Hamiltoni funktsioonile maksimaalse va¨a¨rtuse,
siis peab kehtima seos
∂L
∂t
= 0, sest t on juhtimine. Viimane no˜ue annab






















ψ2 = C(l − x),
kus C := C1 on konstant.
Asendades ψ2 juhtimise t vo˜rrandisse (1.29) saame
t =
√







































kus B1 on konstant.
Kuna y2(0) = 0, siis B1 = 0.










kus B2 on konstant.



























Siit saame konstandi C





















Saadud valem (1.32) na¨itab muutuva paksusega konsooltala kandvate kihtide opti-
maalset paksust t.

















Optimaalse projekti efektiivsuse hindamiseks no˜uame, et konstantse paksusega t∗
vo˜rdlustala la¨bipaine vabal otsal oleks samasugune antud koormuse va¨a¨rtuse korral.




Vo˜rdlustala ruumala leidmiseks vo˜tame kihi paksuseks t = t∗. Konstantse paksuse
korral on vo˜imalik integreerida vo˜rrandit













Kuna w′(0) = 0, siis C1 = 0.
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Integreerides uuesti saame











Kuna w(0) = 0, siis C2 = 0.

































γ = (1− e) · 100%.
Seega antud juhul γ = 25%. Ja¨relikult on muutuva paksusega tala korral vaja kasutada
25 protsenti va¨hem materjali vo˜rreldes konstantse paksusega konsooltalaga.
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2. Firma maksimaalne kasum
Selle peatu¨ki kirjutamisel on kasutatud A. C. Chiangi o˜pikut “Elements of Dynamic
Optimization” (1999) [2]. Samuti on kasutatud allikaid [4], [6], [7] ja [9].
2.1. U¨lesande pu¨stitus
Olgu meil vaatluse all monopoolses seisus firma. Meie eesma¨rk on maksimeerida selle
ettevo˜tte kasumit. Selleks leiame valemid, mis annavad mu¨u¨dava toodangu u¨hikuhinna
ja koguse nii, et perioodi lo˜puks oleks kasum maksimaalne. Eeldame, et meil on antud
toote hind perioodi alguses P0 ja perioodi lo˜pus PT .
Olgu Q = Q(t) toodangu hulk tu¨kkides, P = P (t) toodangu u¨he u¨hiku hind ning
t aeg. Tulud on siis esitatud kujul R = P × Q. Olgu tootmiskulud esitatud kujul
C = αQ2+βQ+γ, kus α, β ja γ on konstandid. Olgu P˙ = P˙ (t) toote hinna muutumise
kiirus. Vastavalt Evansi mudelile
Q = a− bP (t) + hP˙ (t), (2.1)
kus a, b ja h on antud konstandid.
Seega monopoolse firma kasum on
Π = R− C
ehk
Π = PQ− αQ2 − βQ− γ. (2.2)
Asendame kasumi valemisse (2.2) Evansi mudeli kaudu avaldatud koguse (2.1). Saa-
me
Π = Π(P, P˙ ) = P (a− bP + hP˙ )− α(a− bP + hP˙ 2)− β(a− bP + hP˙ )− γ.
Oleme saanud maksimeeritava funktsiooni. Paneme ta¨hele, et kasum avaldub ainult
toote hinna ja toote hinna muutumise kiiruse kaudu.
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Edasise arutluska¨igu lihtsustamiseks korrastame ja lihtsustame avaldist. Avades sulud
saame
Π = aP − bP 2 + hPP˙ − αa2 − αb2P 2 − αh2P˙ 2
+ 2αabP − 2αahP˙ + 2αbhP P˙ − βa+ βbP − βhP˙ − γ.
Muutes liidetavate ja¨rjekorda saab valem kuju
Π = −bP 2 − αb2P 2 + 2αabP + βbP + aP − αh2P˙ 2
− 2αahP˙ − βhP˙ + hPP˙ + 2αbhP P˙ − αa2 − βa− γ.
Tuues tegurid ette saame
Π = −b(1 + αb)P 2 + (2αab+ βb+ a)P − αh2P˙ 2
− h(β + 2αa)P˙ + h(1 + 2αb)PP˙ − (αa2 + βa+ γ).
Oleme kasumi valemit piisavalt lihtsustanud. Ja¨rgmisena hakkame rakendama Euleri
vo˜rrandit.











F (~x, ~˙x, t)dt
ekstreemumi tarvilik tingimus on (siin ~x = ~x(t) on pidev ja pidevalt diferentseeruv








kus j = 1, . . . , n.
Vo˜rrandeid (2.3) nimetatakse Euleri vo˜rranditeks.
















= −2αh2P˙ − h(2αa+ β) + h(1 + 2αb)P.
Asendame osatuletised Euleri vo˜rrandisse. Saame




−2αh2P˙ − h(2αa+ β) + h(1 + 2αb)P
]
= 0.
Lihtsustades seda avaldist saame
−2b(1 + αb)P + (a+ 2αab+ βb) + h(1 + 2αb)P˙ + 2αh2P¨ − h(1 + 2αb)P˙ = 0.
Na¨eme, et liidetav h(1 + 2αb)P˙ taandub va¨lja ja alles ja¨a¨b vo˜rrand kujul
2αh2P¨ − 2b(1 + αb)P + (a+ 2αab+ βb) = 0.
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Jagades la¨bi teguriga 2αh2 saame






Viime saadud vo˜rrandi kujule
P¨ − b(1 + αb)
αh2
P = −a+ 2αab+ βb
2αh2
. (2.4)








Vo˜rrandi (2.4) lahendamiseks tuleb esmalt lahendada vastav homogeenne
vo˜rrand
P¨ − b(1 + αb)
αh2
P = 0. (2.5)
Koostame vo˜rrandi (2.5) jaoks karakteristliku vo˜rrandi
λ2 − b(1 + αb)
αh2
= 0.
Karakteristliku vo˜rrandi lahendid on



















ja C1, C2 ∈ R.





Seega saame lineaarse konstantsate kordajatega teist ja¨rku mittehomogeense diferent-
siaalvo˜rrandi (2.4) u¨ldlahendi kirjutada kujul








Ja¨rgmisena ma¨a¨rame a¨ra konstandid.
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2.4. Konstantide ma¨a¨ramine
Konstantide C1 ja C2 ma¨a¨ramiseks kasutame rajatingimusi P (0) = P0 (hind perioodi
alguses) ja P (T ) = PT (hind perioodi lo˜pus). Kirjutades need rajatingimused lahti
saame vo˜rrandid
P0 = C1e









Konstantide ma¨a¨ramiseks peame lahendama vo˜rrandisu¨steemi

















Esiteks, avaldame teisest vo˜rrandist C1e
λT ehk
C1e
λT = PT − C2e−λT − eri.
Jagades la¨bi teguriga eλT saame
C1 =




−λT (PT − eri)− C2e−2λT . (2.8)
Asendame avaldatud teguri C1 vo˜rrandisu¨steemi (2.7) esimesse vo˜rrandisse. Saa-
me
P0 = e
−λT (PT − eri)− C2e−2λT + C2 + eri
ehk
P0 = e
−λT (PT − eri) + C2(−e−2λT + 1) + eri. (2.9)
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Ja¨rgmisena on meil vaja avaldada konstant C2. Vo˜rrandi (2.9) po˜hjal
C2(1− e−2λT ) = P0 − e−λT (PT − eri)− eri.
Jagades la¨bi teguriga (1− e−2λT ) saame
C2 =
P0 − e−λT (PT − eri)− eri
1− e−2λT . (2.10)
Konstandi C1 ma¨a¨ramiseks asendame vo˜rrandisse (2.8) avaldise (2.10). Saame
C1 = e
−λT (PT − eri)− P0 − e
−λT (PT − eri)− eri




−λT (PT − eri)− P0 − e




−λT (PT − eri) + P0 − e
−λT (PT − eri)− eri
1− e2λT .
Viies u¨hisele nimetajale saab avaldis kuju
C1 =
e−λT (PT − eri)− eλT (PT − eri) + P0 − e−λT (PT − eri)− eri
1− e2λT .
Oleme ma¨a¨ranud konstandi C1 kujul
C1 =
P0 − eλT (PT − eri)− eri
1− e2λT .
Seega saime vo˜rrandisu¨steemi (2.7) lahenditena ma¨a¨ratud konstandid C1 ja C2 ku-
jul 
C1 =
P0 − eλT (PT − eri)− eri
1− e2λT ,
C2 =




Nu¨u¨d on vo˜imalik u¨ldlahend P (valem (2.6)) esitada ma¨a¨ratud konstantide abil ku-
jul
P =
P0 − eλT (PT − eri)− eri
1− e2λT · e
λt +
P0 − e−λT (PT − eri)− eri













Saadud valem na¨itab toodangu u¨he u¨hiku hinda ajahetkel t, kui antud on hind perioo-
di algul (P0) ja hind perioodi lo˜pus (PT ) nii, et perioodi lo˜puks on kasum maksimaalne.
Selleks, et leida vastav valem toodangu koguse jaoks, asendame avaldisse (2.1) hinna P .
Saame
Q =a− b · P0 − e
λT (PT − eri)− eri
1− e2λT e
λt − b · P0 − e
−λT (PT − eri)− eri
1− e−2λT e
−λt
+ b · a+ 2αab+ βb
2b(1 + βb)
+ h · P0 − e
λT (PT − eri)− eri
1− e2λT e
λtλ
− h · P0 − e





P0 − eλT (PT − eri)− eri
1− e2λT · e
λt(λh− b)
− P0 − e
−λT (PT − eri)− eri





kus λ ja eri on ma¨a¨ratud seostega (2.11) ja (2.12).
Saadud tulemusi on kujutatud graafiliselt joonistel 10 ja 11. Joonis 10 na¨itab toodangu
u¨hikuhinda, kui perioodi alghind on P0 = 7, perioodi lo˜pphind on PT = 9 ja periood
on 30 pa¨eva ehk T = 30. Evansi mudeli konstandid on a = 1, b = 0, 01, h = 0, 1 ja
klassikalise kulude mudeli konstandid on α = 1, β = 4 ja γ = 8. Joonis 11 na¨itab
samade andmete puhul toodangu kogust perioodi jooksul.
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Joonis 10: Toodangu u¨hikuhind perioodi jooksul
Joonis 11: Toodangu kogus perioodi jooksul
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